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Resumo. FEste trabalho apresenta um estudo comparativo entre fungoes de base hierdrqui-
cas associadas a elementos triangulares e tetraédricos. Discute-se, a partir da andlise das
propriedades de esparsidade e condicionamento locais, o desempenho de vdrios conjun-
tos de funcgoes sugeridos na literatura (Carnevali, Morris, Tsuji e Taylor, 1993; Shep-
hard, Dey e Flaherty, 1997; Sherwin e Karniadakis, 1995; Szabo e Babuska, 1991; Webb
e Abouchakra, 1995; Abouchakra, 1996). Segundo os critérios de andlise adotados, as
fungdes propostas em (Webb e Abouchakra, 1995; Abouchakra, 1996; Sherwin e Karni-
adakis, 1995) demonstraram a melhor performance dentre as diferentes fungoes estudadas.
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1. INTRODUCAO

Na abordagem de problemas pelo Método de Elementos Finitos (MEF), o potencial
ou campo vetorial desconhecido é aproximado por uma soma ponderada das funcoes
de base (de forma ou de interpolacao) associadas a cada elemento. A escolha dessas
fungoes desempenha um papel fundamental na determinacao da eficiéncia e flexibilidade
do método.

Os elementos mais simples empregados no MEF utilizam fungoes polinomiais de
baixa ordem definidas num espago de coordenadas local. Elementos mais elaborados usam
fungoes de base constituidas por polinomios de alta ordem. Alguns tipos de elementos de
alta ordem, como os baseados na interpolacao de Lagrange, nao permitem que elementos
de ordens diferentes sejam empregados numa mesma malha de elementos finitos. Nesse
caso, viola-se a continuidade da funcao de aproximacao nos contornos inter-elementos, a
qual é condic¢ao indispensavel para garantir a convergéncia do método. Por outro lado,
o emprego de elementos de diferentes ordens ao longo de uma malha genérica revela-



se extremamente atraente uma vez que permite a utilizacao do conceito de adaptacao-p
(Babuska, Szab6 e Katz, 1981). Dessa maneira, concebeu-se uma nova classe de elementos,
denominados hierdrquicos (Zienkiewicz e Taylor, 1988), contendo ambos os requisitos
acima: funcoes de interpolacao de alta ordem e continuidade. O conceito de hierarquia
fundamenta-se na propriedade de que o conjunto de funcoes de base que gera o espago de
aproximacao de uma dada ordem p contém integralmente o conjunto de fungoes de base
do espago de aproximacao de ordem p — 1.

As fungoes de forma hierarquicas tipicamente empregadas na formulacao p do MEF
(Babuska et al., 1981) s@o comumunte associadas a entidades topoldgicas dos elementos
como vértices, arestas, faces e interiores (Szabd e Babuska, 1991). O tratamento classico
dessas fungoes envolve o uso de polinémios unidimensionais de Legendre ou Chebyshev.
Nos casos multidimensionais de elementos quadrilaterais ou hexaédricos, utilizam-se ex-
pansoes desses polindmios através de produtos tensoriais (Szabé e Babuska, 1991). A
extensao dessas fungoes hierdrquicas para dominios triangulares ou tetraédricos através
do produto tensorial de polinomios unidimensionais nao é imediata, necessitando de uma
abordagem especial.

Em (Sherwin e Karniadakis, 1995), foi proposto um conjunto de fungoes hierarquicas
para triangulos e tetraedros, baseado em coordenadas cartesianas, que preserva as pro-
priedades do produto tensorial. As funcoes de base sugeridas nessa formulacao empregam
polinémios (hipergeométricos) de Jacobi e acomodam uma integra¢do numérica exata us-
ando apenas as regras de quadratura unidimensionais de Gauss-Legendre. A vantagem de
nao requerer procedimentos especiais de integragdo numérica (Dunavant, 1989) decorre
da utilizagdo de um conjunto de transformagoes de coordenadas, o qual permite definir
dominios triangulares e tetraédricos a partir de sistemas de coordenadas retangulares e
hexaédricos (Sherwin e Karniadakis, 1995).

Em (Webb e Abouchakra, 1995), descreve-se um elemento triangular hierarquico no
qual também se utilizam os polinomios de Jacobi para gerar as fungoes de interpolacao.
Esse desenvolvimento mantém, no entanto, o esquema tradicional de definicao do elemento
de referéncia usado na formulagdo h do MEF ([0, 1] 2 — simplex), empregando portanto
as regras de quadratura sugeridas em (Dunavant, 1989). Uma versao tridimensional desse
elemento para o caso de malhas tetraédricas foi sugerida em (Abouchakra, 1996).

Um aspecto essencial na busca de alta performance para a versao-p do MEF diz
respeito as propriedades de bom condicionamento e esparsidade das matrizes de rigidez e
massa locais associadas ao elemento de referéncia (Babuska, Griebel e Pitkaranta, 1989;
Carnevali et al., 1993; Edgar e Surana, 1996; Szabé6 e Peano, 1987). Em particular, o bom
condicionamento dessas matrizes garante que os problemas de dlgebra linear resultantes
da discretizacao por elementos finitos (sistemas lineares e problemas de autovalor) podem
ser resolvidos usando-se uma aritimética de precisao finita (Carnevali et al., 1993). Isto
demonstra-se particularmente importante quando se empregam aproximagoes de alta or-
dem e/ou métodos iterativos na solugao de sistemas lineares oriundos da formulagao pelo
MEF.

Os padroes de esparsidade e condicionamento das matrizes de rigidez e massa lo-
cais sao determinados pela definicao das fungoes de base e indiretamente influenciam os
padroes de esparsidade e condicionamento das matrizes globais (Carnevali et al., 1993;
Edgar e Surana, 1996; Zumbusch, 1995). Padroes aprecidveis de esparsidade sdo ca-
racterizados por estruturas em banda e um pequeno ntmero de elementos nao-nulos. O
bom condicionamento das matrizes locais é decisivo na utilizacao de métodos iterativos,
pois resulta na reducao do nimero de iteracoes. Da mesma maneira, a esparsidade dessas



matrizes resulta num menor custo por operagao (Carnevali et al., 1993).

As funcgoes hierarquicas classicas para elementos quadrilaterais e hexaédricos pro-
postas em (Szabé e Babuska, 1991) apresentam boas caracteristicas quanto a esparsidade
e o condicionamento (Edgar e Surana, 1996). Tais caracteristicas decorrem diretamente
das propriedadedes das integrais dos polinémios de Legendre e do carater tensorial dessas
fungoes. No entanto, para elementos triangulares e tetraédricos, as funcoes sugeridas em
(Szabd e Babuska, 1991) nao exibem propriedades tao boas, as quais tendem lamentavel-
mente a se degenerar com o aumento da ordem polinomial p (Carnevali et al., 1993).

Em (Carnevali et al., 1993), apresenta-se um conjunto de fun¢oes de base hierarquicas
para triangulos, tetraedros e prismas enfatizando o processo de ortogonalizacao das deriva-
das dessas fungoes. Essa particularidade resulta na obtencao de matrizes de rigidez locais
com maior grau de esparsidade e melhor condicionamento que as matrizes associadas as
fungoes hierarquicas propostas em (Szabé e Babuska, 1991). Esse conjunto de fungoes
de base demonstrou ainda conservar muitos termos nulos nas matrizes de rigidez locais
mesmo quando se empregavam fungoes de mapeamento nao-lineares.

Em (Shephard et al., 1997), propos-se uma variante das fungoes hierdrquicas anteri-
ores. Introduziu-se o conceito de decomposicao das fungoes de forma através do produto
entre uma funcao definida sobre uma entidade topolégica da malha e uma funcao que
ajusta a primeira ao contorno do elemento. Nesse trabalho, foram apresentados ainda
conjuntos de fungoes de forma hierarquicas em duas e trés dimensoes para diferentes tipos
de elementos (lineares, triangulares, quadrilaterais, tetraédricos, hexaédricos, prismaticos
e piramidais). As fungoes de forma para triangulos, quadrados, tetraedros e hexaedros
sao essencialmente versoes decompostas de fungoes hierarquicas ja apresentadas anterior-
mente (Carnevali et al., 1993; Szabé e Babuska, 1991).

O presente trabalho realiza um estudo comparativo entre fungoes de base hierarquicas
associadas a triangulos e tetraedros. Discute-se, a partir da anélise das propriedades
de esparsidade e condicionamento locais, o desempenho de varios conjuntos de funcoes
sugeridos na literatura (Carnevali et al., 1993; Shephard et al., 1997; Sherwin e Karni-
adakis, 1995; Szab6 e Babuska, 1991; Webb e Abouchakra, 1995; Abouchakra, 1996). A
sequéncia do trabalho estd organizada da seguinte maneira: na secao 2, sao apresenta-
dos os conjuntos de fungoes de forma hierarquicas bi e tridimensionais considerados. A
secao 3 traz resultados ntimericos comparando as diferentes fungoes hierdrquicas associ-
das a triangulos e tretraedros. As conclusoes a respeito das investigacoes realizadas sao
mostradas na secao 4.

2. FUNCOES DE BASE HIERARQUICAS

As fungoes hierarquicas associadas ao elemento triangular de Szabd & Babuska sao
definidas sobre o triangulo de referéncia equildtero 7' = {(5 M) ERT|0<n<V3B(E+1),

—1<€é<00ul<n<V3(1—-£€),0<€< 1} (Szabd e Babuska, 1991) e construidas atra-
vés da integracao dos polinomios de Legendre. Essas funcoes sao dadas em termos das
coordenadas de drea L; (i = 1,2,3) do elemento padrao, as quais obedecem a relagdo
L1 + L2 + Lg =1.

Defininem-se, para esse elemento triangular, 3 fungdes de vértice, 3(p — 1) fungoes
de aresta parap > 2 e (p—1)(p —2)/2 funcoes de face para p > 3. As funcoes associadas
aos vértices sao dadas pelas proprias coordenadas de area L; (i = 1,2,3). Essas fungoes
possuem um comportamento linear, assumindo valor unitario no vértice i do elemento de
referéncia e anulando-se nos lados opostos a esse mesmo vértice. As funcoes de aresta sao



construidas de modo que em cada lado do triangulo as mesmas se encaixem exatamente
nas fungdes correspondentes definidas para o elemento quadrilateral proposto em (Szabé e
Babuska, 1991) e ainda se anulem ao longo dos outros dois lados do triangulo. As fungoes
de face possuem um aspecto do tipo bolha e sao construidas de forma que se anulem em
cada um dos lados do triangulo de referéncia.

Com excegao da caracteristica de emenda das fungoes de aresta do triangulo de Szabd
& Babuska com as respectivas funcoes do elemento quadrilateral, todas as outras funcoes
hierarquicas definidas adiante possuem os mesmos comportamentos descritos anterior-
mente. A quantidade de funcoes por elemento a cada nivel de aproximacao p também
segue o mesmo padrao sugerido acima. Em geral, as diferencas aparecem na forma do
elemento de referéncia utilizado e nos tipos de polinomios que compdem as funcoes de in-
terpolacao. A utilizacao de coordenadas de area é bastante comum, mas nao obrigatoria
(Sherwin e Karniadakis, 1995).

As fungoes hierdrquicas associadas ao elemento triangular proposto em (Carnevali
et al., 1993) sdo definidas sobre o tridngulo de referéncia retangulo 7' = {(&,n) e R? |
0<n<1-—¢0<¢<1}, denominado [0, 1] 2—simplex. Essas fungoes, assim como no caso
anterior, sdo dadas em termos das coordenadas de drea L; (i = 1,2, 3) do elemento padrao.
Além disso, emprega-se o procedimento de Gram-Schimidt para conferir caracteristicas de
ortogonalidade as derivadas das fungoes de forma que compdem esse elemento (Carnevali
et al., 1993).

As fungoes hierdrquicas sugeridas em (Webb e Abouchakra, 1995) sdo construidas
com base nos polinomios (hipergeométricos) de Jacobi. Essas fungdes sdo definidas exata-
mente sobre o mesmo triangulo padrao usado por Carnevali et al. e também sao descritas
através das coordenadas de drea L; (i = 1,2, 3).

O conjunto de fungoes hierdrquicas proposto em (Sherwin e Karniadakis, 1995) é
definido sobre o tridngulo padrao T? = {(¢,%) | —1 < ¢,%;¢ + 1 < 0}, mapeado a partir
do dominio quadrilateral R? = {(®,¥) | -1 < &, ¥ < 1}. Essas fungoes sdao construidas
com base nos polinomios de Jacobi e também podem ser escritas nas coordenadas de area
L; (i=1,2,3).

A Tabela 1 apresenta, em termos das coordenadas de area L; (i = 1,2,3), as ex-
pressoes para as funcgoes hierarquicas associadas aos diferentes tipos de elementos trian-
gulares mencionados acima.

vértice | NV =L, NP =L, NP =1L,
N = LiLapi(Ly — Ly)
Szabé6 | arestal Ni(Z) = LoL3p;(Ls — Lo)
N = LyLypi(Ly — Ls)

face2 N((;z(7))—2)(p—3) 2ti = L1L2L3P(p,3)+1,i(L2 — Ll)R;_l(QLg — 1)

10 termo ;(¢) é definido através da seguinte expressao: §(1—¢%)p;(¢) = ¢i(¢) = /25t ffl P,_1(t)dt
2P, é o polinémio de Legendre de ordem k.



vértice | MY =1, nV =L, nlY =Ls

WP = 2L, LoE, o(Ly, Ly)

Carnevali | aresta® hgp) = —2LyL3E, 5(Ls, L3)

WP = —2LsI1E, o(Ls, L)

face? hg’)g = L1LoL3F, g(L1, Lo)

vértice | Ny = L1, Ng = Ly, N3 — Ls

Nogy1 = L1L2Pﬁ’§) (La — L)

Webb aresta’ | Ngio = L2L3P1§E’§) (L3 — Lo)

Ngy3z = L3L1Pﬁ’§) (L1 — Ls)

face® | Nujays = LiLaLs(1 — Ly)"PP* (1 — 2L3) PP (L)

_quert A _ o vert B — o vert C
vértice 1913 = I, 19(2)1 = Lo, 19?)1 = L3
1_2lad0 1 11 _ _
g0 =LiLaP"y () (1 Ly)?
1_2lado 2
Sherwin | aresta | gim = L2L3P 1(2L3 - 1)
172lad0 3
9im = L3L1P 1(2L3 — ]_)
__otnierior
face” | gm = LilaLsPly (B52) (1 La) 2P (205 — 1)

Tabela 1: Expressoes para as funcoes hierarquicas dos elementos triangulares.

As funcoes hierarquicas associadas a elementos tetraédricos sao andalogas aquelas
definidas para os elementos triangulares. Para maiores detalhes a respeito das carac-
teristicas dos elementos tetraédricos hierdrquicos e da construcao de suas respectivas
fungdes de interpolacao veja (Carnevali et al., 1993; Shephard et al., 1997; Sherwin e
Karniadakis, 1995; Szabé e Babuska, 1991; Abouchakra, 1996; Nogueira Jr., 1999).

3. RESULTADOS NUMERICOS

3.1. Condicionamento das matrizes de rigidez e massa locais

A seguir sao apresentados resultados sobre o condicionamento das matrizes de rigidez
e massa locais para os diferentes tipos de elementos triangulares e tetraédricos con-
siderados anteriormante. Para o mesmo tipo de andlise em elementos quadrilaterais e
hexaédricos, veja (Babuska et al., 1989; Edgar e Surana, 1996). As matrizes de rigidez
locais sao obtidas a partir do operador de Laplace (—Au = f) sobre o triangulo padrao.
Calcula-se o nimero de condicao das matrizes locais com base em dois procedimentos
distintos utilizados em (Zumbusch, 1995) e (Webb e Abouchakra, 1995), respectivamente.

30 termo E,_2(L;,Lj) é definido através da seguinte expressdo, para p > 2: E,_o(L;,L;) =
p-2 k1 [ P—2 p—1 k —2—k

i () (72
4O termo Fy (L1, L) é definido através da seguinte expressdo, para o, (3 ZP—3 a+p =

S T TS AT A

=y - (Lr)* I (L)
1 (k(atB+2)—k(k—1)/2]
k=1
50 indice a, para p = 2,3, ...,n, é definido por a = %p(p +1)
60 indice k, parap >3ei=0,1,...,p—3,édadopork=p—3 —i .
7O indice Im é definido de modo que (2 < I;1 < m |l < L;l +m < M), com L e M indicando o
numero total de fungdes de base. Py # sd0 polinémios de Jacobi de ordem k e pesos o e 3.




No primeiro caso, computa-se o niimero de condicao das matrizes de rigidez através
da seguinte relacao k1 = —=£— sendo max g e min g o0 maior e o menor valores sin-
s min p # 0

gulares diferentes de zero (ou mais préximos de zero) dessas matrizes, respectivamente.
No caso das matrizes de massa, procede-se analogamente sem desconsiderar o valor sin-
gular mais préximo de zero. Esse modo de avaliagdo equivale a calcular o niimero de

condigdo a partir da sua definicdo considerando-se a norma euclidiana (norma-2), i.e.,

C

k1 = [|All, [|[A7Y],, uma vez que as matrizes [A] sdo reais, simétricas e positivas-definidas®.
1015 1015
— Szabo . — Szabo
- X Carnevali X - X Carnevali
g O Webb e o O Webb
S 10| |-+ Sherwin > S 10| |-+ Sherwin
810 s g 810"
5 < L £
o - o
e X e

B
o

10 10°
8 9 10 2 3 4

5 6 7
Ordem Polinomial

(a) Matriz de Rigidez

—% Szab6 10T |— szabs
14 - =X Carnevali el 14 - =X Carnevali
[ O Webb - ] [ O Webb
12 - -+ Sherwin -

12| |-~ + Sherwin

Namero de Condicéo K1

(b) Matriz de Massa

Figura 1: Numero de condicao das matrizes de rigidez e massa locais vs. ordem polinomial p,
considerando-se as definigdes de k1 e ko (elementos triangulares).

No segundo método, calcula-se o niimero de condigao considerando o mesmo proced-
imento anterior, efetuando-se dessa vez a mudanca de escala nas matrizes locais

A=DAD,

sendo D uma matriz diagonal cujos elementos sao fornecidos pela relacao D;; = \/%ii,
com A;; dado pelos elementos diagonais das matrizes de rigidez e massa originais. Nesse
caso, o numero de condicao sera dado pela relagao kg = HA?‘Q H/Nl_lHZ. Esse procedimento
é equivalente a normalizar as fungoes de base através da multiplicacao destas por fatores
constantes. A mudanca de escala nas matrizes locais permite tomar como parametro
um conjunto de fungoes de base ideal (conjunto ortogonal) cujo nimero de condigao das
matrizes locais seria 1 (Webb e Abouchakra, 1995).

As Figuras 1 e 2 apresentam os numeros de condi¢ao obtidos a partir das matrizes

de rigidez e massa locais em funcdo da ordem polinomial p das funcoes hierarquicas

8Nessa situacdo, os valores singulares j e os auto-valores A das matrizes locais sdo idénticos.

6



analisadas (p = 1, ..., 10 para tridngulos e p = 1,..., 8 para tetraedros). Consideram-se as
duas metodologias de calculo adotadas.

1002k ) 107
— Szab6 P — Szab6
10 --X Carnevali e 10 --X Carnevali
gl - O Webb ps 1 g10 - O Webb
2 - -+ Sherwin x* - 2 - -+ Sherwin
8 - 8
‘g 10 . ‘g 10
o X -4 o
o - e @
S10° | g S10°
=4 A o o =3
g . ° g
3 4 % E 4
210" = 210 i
100 g 10° -
& oy
10 10
2 3 7 8 2 3 7 8

4 5 4 5
Ordem Polinomial Ordem Polinomial
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- X Carnevali X r - X Carnevali
Webb L7

0] [T -+ Sherwin X

Webb
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Numero de Condicdo K2
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Figura 2: Numero de condigao das matrizes de rigidez e massa locais vs. ordem polinomial p,
considerando-se as definigdes de k1 e ko (elementos tetraédricos).

Observa-se a partir desses graficos que, para ambos os método de calculo do nimero
de condi¢ao das matrizes de rigidez locais, o conjunto de fungoes propostas em (Webb
e Abouchakra, 1995) forneceu os melhores resultados. As fungoes de base apresentadas
em (Sherwin e Karniadakis, 1995; Webb e Abouchakra, 1995) demonstraram, em todos
os casos, um comportamento de estabilizacao do niimero de condi¢cao com o aumento da
ordem polinomial. Nota-se que o desempenho apresentado pelas fungoes de base forneci-
das em (Carnevali et al., 1993) é fortemente dependente da normalizacdo das mesmas.
Confirmou-se ainda a acentuada tendéncia de degeneracao do nimero de condi¢ao das
fungdes propostas em (Szab6 e Babuska, 1991) com o aumento da ordem polinomial. Os
mesmos comentarios feitos em relagao ao condicionamento das matrizes de rigidez locais
se aplicam ao caso das matrizes de massa locais.

3.2. Esparsidade das matrizes de rigidez e massa locais

A seguir sao apresentados resultados sobre o grau de esparsidade das matrizes de
rigidez e massa locais para os diferentes tipos de elementos triangulares e tetraédricos
considerados previamente °. Assim como na andlise do condicionamento, as matrizes

90bserva-se que as integrais nas matrizes de rigidez e massa locais foram obtidas de forma exata a
partir do programa de manipulacdo simbdlica MATHEMATICA 3.0. A n&o utilizagdo de procedimentos
numéricos de integracao permite uma avaliagdo precisa da ortogonalidade entre as fungoes hierdrquicas



de rigidez locais também sao obtidas a partir do operador de Laplace sobre o triangulo
padrao. O grau de esparsidade é computado como o inverso da densidade do elemento
(Carnevali et al., 1993), i.e., a fragdo de elementos nulos presente nas matrizes de rigidez
e massa locais.

Nas Figuras 3 e 4, a porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa
locais é mostrada em funcao da ordem polinomial p das fungoes hierarquicas analisadas
(p=1,...,10 para triangulos e p = 1, ..., 8 para tetraedros).

90 |—* szabo 1 90 |—* szabo
- carnevali s - X carnevali
80r |0 webb P 80F |0 webb
701 |--+ Sherwin T T 700 |--+ Shemwin ]

Esparsidade (%)
Esparsidade (%)

5 6 7
Ordem Polinomial

5 6 7
Ordem Polinomial

(a) Matriz de Rigidez (b) Matriz de Massa

Figura 3: Porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa locais vs. ordem
polinomial p (elementos triangulares).
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(a) Matriz de Rigidez (b) Matriz de Massa

Figura 4: Porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa locais vs. ordem
polinomial p (elementos tetraédricos).

Observa-se que os maiores niveis de esparsidade acontecem para o conjunto de funcoes
de forma proposto em (Sherwin e Karniadakis, 1995), tanto para as matrizes de rigidez
quanto para as de massa. Esse fato demonstra que os polinomios de Jacobi, tal como
empregados nessa formulacao, conferem uma acentuada ortogonalidade a essas funcoes de
forma. Da mesma maneira, verifica-se que a propriedade de ortogonalidade entre essas
funcoes é preservada entre suas derivadas.

analisadas e consequentemente da esparsidade das matrizes locais.



3.3. Esparsidade e condicionamento das matrizes locais para o caso de ele-
mentos distorcidos

Estudos sobre o efeito da distorcao dos elementos considerados nos niveis de espar-
sidade e condicionamento das matrizes de rigidez locais foram conduzidos em (Nogueira
Jr.,1999). Esse tipo de andlise revelou, em geral, um crescimento dos nimeros de condigao
das matrizes locais em relagao ao caso nao-distorcido. Da mesma forma, observou-se uma
reducao nos niveis de esparsidade das mesmas. Para as analise de condicionamento sob
o efeito de distorgao, as fungoes sugeridas em (Webb e Abouchakra, 1995; Sherwin e
Karniadakis, 1995) demonstraram as melhores performances. No caso da esparsidade, as
fungoes apresentadas em (Sherwin e Karniadakis, 1995) foram superiores.

4. CONCLUSOES

Pode-se dizer que as fungoes hierarquicas associadas a triangulos e tetraedros sug-
eridas em (Webb e Abouchakra, 1995) apresentaram os melhores resultados para o con-
junto de andlises relativo ao condicionamento. Quanto ao item esparsidade, os melhores
resultados foram alcancados pelas fungoes hierarquicas propostas em (Sherwin e Karni-
adakis, 1995). Ressalta-se ainda a vantagem no uso dessas tltimas fungoes pelo fato de
nao necessitarem de procedimentos especiais de integragao. Este trabalho bem como o
desenvolvimento de novas fungoes hierdrquicas para triangulos e tetraedros apresentadas
em (Nogueira Jr., 1999), tiveram por objetivo selecionar o conjunto de fungdes de forma
mais adequado para a utilizacao de métodos iterativos e multigrid algébricos na solucao
de sistemas lineares resultantes da aplicacao das versoes p e hp do MEF.
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A COMPARATIVE STUDY ON HIERARCHICAL BASIS FUNCTIONS FOR THE
P-VERSION OF THE FINITE ELEMENT METHOD

Abstract. This paper presents a comparative study on hierarchical basis functions for
triangular and tetrahedral domains. The element condition number and sparsity are dis-
cussed for various sets of shape funtions suggested in the literature (Carnevali et al.,
1993; Shephard et al., 1997; Sherwin e Karniadakis, 1995; Szabo e Babuska, 1991; Webb
e Abouchakra, 1995; Abouchakra, 1996). Based on the criteria adopted to the present anal-
ysis, the better performance is achieved by the functions proposed in (Webb e Abouchakra,
1995; Abouchakra, 1996; Sherwin e Karniadakis, 1995) .
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